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Introduccion—La Teoria de Categorias es la rama
que surge con la observacion de que muchos conceptos
matematicos se pueden estudiar a través de diagramas
de objetos y flechas entre estos. La belleza de esta area
radica en el alto nivel de abstraccion en que se estudia,
permitiendo que estos resultados tengan aplicacion en
muchas otras areas.

En 1968, Joachim Lambek publicé su articulo Deduc-
tive systems and categories en el cual por primera vez
encontramos la formulacion categorica de las pruebas
formales en sistemas de deduccion. Desde algunos aios
antes se habia comenzado a estudiar en forma la Teoria
de la Prueba, y ya se habia comenzado a vislumbrar
su coneccion con el calculo \ de Alonzo Church, dando
lugar a la Correspondencia Curry-Howard. Esta nueva
forma de modelar los sistemas de deduccién formal como
categorias permitié extender la nocion anterior a la Cor-
respondencia Curry-Howard-Lambek. A continuacién
doy una corta introduccion a los conceptos esenciales
de teoria de Categorias para entender su conexiéon con
Teoria de la Prueba.

I. CONCEPTOS B1§SICOS DE
CATEGORIAS

Una categoria € se define a partir de 3
elementos:

« Una clase de objetos de la categoria, denotado
Obj €.

o Una clase de morfismos (flechas) entre los
objetos de la clase, denotado Hom €. En
particular, a la subclase de morfismos que
van de A a B, se le denota como Hom(A, B).

« Una operaciéon binaria de composicion
o: Hom(B, (') x Hom(A, B) — Hom(A, C).

Los axiomas que debe cumplir una categoria €
son:

1) Identidad: Para cada objeto A € ObjC,
exise A 4 A tal que para cualquier
AL B sucede lpof=f=foly.

2) Asociatividad: Para cualesquiera 3 morfis-
mos de la forma A L B,BiC’,Ci D
sucede que ho(go f) = (hog)o f.

A. PRODUCTO DE OBJETOS

Dados dos objetos X,Y de una categoria &€
denotamos el producto X x Y como un objeto
Z en € junto con los morfismos Z
y Z 2 Y. Ademis, debe cumplir que para
cualesquiera 7 ER X,Z 4 Y existe un tnico
morfismo A tal que el siguiente diagrama conmuta:
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B. EXPONENTE DE OBJETOS

Dados dos objetos X,Y de una categoria €
denotamos el exponente XY como un objeto en
¢ junto con el morfismo eval : (XY xY) — X.
Debe cumplir que para cualesquiera X € Obj€
yg: ZxY — X, existe un unico morfismo
g : Z — XY tal que el siguiente diagrama
conmuta:



C. CATEGORIA CERRADA

Decimos que una categoria € es cerrada si
para cualesquiera A, B € Obj¢ sucede que
Hom(A, B) se puede considerar en si mismo un
objeto de la categoria €.

Esta idea de colapsar todos los morfismos entre
dos objetos nos va a permitir definir una relacion
de equivalencia (o congruencia), como veremos
mds adelante.

D. CATEGORIA CARTESIANA CERRADA

Una categoria € es cartesiana cerrada si cumple
lo siguiente:

1) Tiene un objeto terminal. Un objeto
T € Obj¢ es terminal si para cualquier
X € ObjC existe un tnico morfismo

x 9,

2) Para cualesquiera X,Y € ObjC se tiene
X xY eObjc.

3) Para cualesquiera X,Y € Obj € sucede que
XY e Obje.

Es decir, tenemos productos, exponentes y un
objeto terminal.

II. CORRESPONDENCIA ENTRE
CATEGORIAS Y PRUEBAS

Voy a dar una definicién alternativa (pero
equivalente) de la Categoria Cartesiana Cerrada
con una notacién ligeramente distinta a la que he
utilizado hasta ahora para hacer mds evidente la
correspondencia a la que quiero llegar.

Una categoria cartesiana cerrada se define como
C = (&, T,An,=,0,(,),fst,snd, eval, curry) que

cumple lo siguiente:

1) € es una categoria.
2) T es un objeto terminal.

3) O es la familia de morfismos que para cada
AeObjCnosdaOy: A—-T.

4) A es la operacion binaria de producto
de objetos en la categoria, junto con sus
proyecciones fst y snd.

5) (,) es la operacién binaria que construye el
producto. Es decir, es el inico morfismo tal
que el siguiente diagrama conmuta:
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6) = es la operacion binaria para exponentes,
junto con su morfismo asociado eval.

7) curry es la operacién que transforma un
morfismo AN B —-Cen A— B=C.

Ahora queda mds clara la correspondencia entre
Logica Intuicionista y Categorias Cartesianas
Cerradas. Si tenemos que explicar esta
correspondencia de forma concisa, podemos
extender la frase popular: pruebas como programas
(y como morfismos de una categoria cartesiana
cerrada); proposiciones como tipos (y como
objetos de una categoria cartesiana cerrada)

Entremos en algunos
probablemente son evidentes,
la pena enfatizar.

detalles que
pero igual vale

El valor de verdad ‘“Verdadero” se captura
a través del objeto terminal 7. En ldgica
intuicionista tenemos que la presencia de una
variable proposicional es un testigo de que esta



variable existe. Al ser construible, podriamos
interpretarla como “verdadera”. Es decir, si
podemos construir la variable proposicional A,
podemos concluir T sin inconsistencias. Otra
forma de verlo es: si tenemos T, por introduccion
vacua de la implicacién, A = T. Esto mismo se
captura a través del operador O en categorias, que
nos dice que dado un objeto, siempre podemos
encontrar un morfismo al objeto terminal.

Otro detalle es considerar qué interpretacion
tiene el morfismo 1,4. Recordando que este es un
morfismo A —% A, podemos interpretarlo como
el secuente inicial A - A o el axioma A = A.

Ademds, notemos que el tener un morfismo

AL B se puede interpretar como tener una
derivacion de A a B, con nombre f (andlogo a
lo que hacemos en el cdlculo A al nombrar un
A término). De igual manera, un exponente AB,
bajo la nueva notacién seria B = A. Volviendo
a ver el diagrama conmutativo del exponente

tenemos para cualquier A A B L e

AAB
((curry f)fst,snd) f
(B=>C)rB—=2_ 3¢

Noétese que eval es simplemente el modus
ponens (o la aplicaciéon de funciones si nos
remitimos al cdlculos \). Es importante no
confundir la notacion — de morfismo (que
se interpreta como tener una derivacién) con
la flecha = de exponente (que se interpreta
como una implicacién). Si bien en la préictica es
intercambiable, formalmente no es lo mismo.

conduce a cuestionar cOmo
la composicién de morfismos.

Esto  nos
interpretamos

Si tenemos A ER ByB 4, C, entonces tenemos
un morfismo A L% C. Esto es la regla de corte.

III. CERRADURA DE LA CATEGORIA

Anteriormente mencionamos que para modelar
un sistema de deduccidn natural ibamos a utilizar
una categoria cartesiana cerrada. Sin embargo,
hay un problema que no mencioné anteriormente
y es que bajo la definicién dada, no justificamos
que los morfismos correspondan a objetos en la
categoria €. Si bien los productos y exponentes
si generan objetos, tenemos que justificar que los
morfismos curry,o, fst,snd y (,) también son
objetos, y en qué casos.

Para solucionar esto y que la categoria si sea
cerrada, definimos una relacién de equivalencia =
y hablamos de “igualdad médulo =".

Una forma de definir = es como: la relacion
de equivalencia mds pequeiia tal que € es
una categoria cerrada. Si bien es correcta la
definicién, por motivos que serdn aparentes mds
adelante preferimos dar explicitamente cudles son
las reglas que inducen esa relacion. Estas son las
siguientes:

c=d a=b
curry a = curry b

a=b

aoc=bod

a=b a=b

fsta =1stb

snda =sndb

Mas adelante sera posible demostrar que esto se
puede interpretar como la nocién de normalidad.
Es decir, en la categoria de pruebas, si tenemos dos
objetos tales que A = B, bajo la correspondencia
Curry-Howard-Lambek tendremos que A y B
tienen una misma forma normal.



IV. VARIANTES

Notese que he estado postergando hablar sobre
dos elementos cominmente presentes en la 16gica
intuicionista: el valor de verdad “Falso” y la
conjunciéon. Y es que bajo la definicion que
hemos dado de categoria cartesiana cerrada, no es
posible modelar esto.

Para ello es necesario un tipo de categoria mas
fuerte: la categoria bicartesiana cerrada. Esta va a
introducir:

1) Un objeto inicial F'. Es decir, para cualquier
A € ObjC existe un unico morfismo

p Qg

2) Co-productos. Dados dos objetos X,Y de
una categoria € denotamos el co-producto
X v'Y como un objeto en € junto con los
morﬁsmosX—>XvaYiht>XvY
Debe satisfacer que para cualesquiera
ZeOhje, X L Zyv % Z, existe un
tinico morfismo X v Y <% 7 tal que el
siguiente diagrama conmuta:

left right
—= 5 X v Y «+— ——

case
I
3
Z

Resulta de interés notar que el co-producto
se define invirtiendo el orden del diagrama
conmutativo del producto. Esto hace
evidente la nocioén de que la disyuncién es
el dual de la conjuncioén.

Otra variante propuesta por Berger en [1] es
la generalizaciéon de las categorias cartesianas
cerradas para contemplar légicas proposicionales
distintas a la intuicionista. Logra esto dando una
manera de definir categorias que incluya distintos
axiomas. Por ejemplo, una categoria que con el
axioma {T + A} para significar la categoria en
donde se cumple A; o la categoria con el axioma
{(A = B) = A A} para modelar la légica

clasica con la ley de Pierce.

V. NORMALIZACION

Utilizar la formulacién categérica de los
sistemas de deduccion no es la forma mas sencilla
de mostrar que las proposiciones en la ldgica
intuicionista son normalizables, pues en gran
medida recurre a dar la misma demostracion
que se utiliza en la codificacién con el cdlculo
A, cambiando la notacién para ajustarse a la
formulacién categoérica.

De cualquier manera, enuncio los pasos que
se realizarian para demostrar que se poseé la
propiedad de normalidad.

1) Se define una relacion binaria R; entre
objetos de €, andloga a la n reduccion.

2) Se define una relaciéon binaria R, entre
objetos de €, andloga a la [ reduccién.

3) Se demuestra la propiedad de Church-
Rosser.

4) Usando la propiedad de Church-Rosser, se
demuestra que todo objeto de € tiene una
forma normal reducida (la aplicacion de R,
seguido de Ry).

5) Se muestra que A = B si y sélo si las
formas normales reducidas de A y B son
equivalentes bajo una cierta relacion de
equivalencia.

VI. APLICACIONES

Si bien acabamos de comentar que la
formulaciéon categérica de los sistemas de
deduccion no destaca particularmente por dar una
mejor prueba de la propiedad de normalizacion,
si hay casos en donde vemos aplicaciones a esta
correspondencia.

Una de las primeras aplicaciones que se
exploraron fue la de resolver el “word problem”
para ciertas categorias, dando una reduccién a un
problema de teoria de la prueba.



Posteriormente, también se utilizd la
correspondencia  Curry-Howard-Lambek  para
demostrar algunos Teoremas de Coherencia
para ciertas categorias, que consiste en mostrar
que bajo ciertas condiciones, los diagramas de
morfismos conmutan.

Otra linea de investigacién reciente es en
Teoria de Tipos Homotdpica que estudia las
proposiciones y tipos, utilizando conceptos de
teoria de categorias y topologia.
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